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Точность и устойчивость функционирования устройства одностороннего волно-
вого определения места повреждения напрямую зависит от правильности постро-
ения модели электрической сети аварийного режима. В режиме земляных коротких 
замыканий эта задача осложняется ввиду необходимости учета составляющих воз-
душных и земляного волновых каналов линии электропередачи в модели электриче-
ской сети аварийного режима. Ее неправильное решение ведет к снижению точно-
сти определения моментов возникновения рабочих волн, что, в свою очередь, увели-
чивает погрешность расчёта расстояния до места повреждения. С целью правиль-
ного построения модели электрической сети аварийного режима и точного выявле-
ния моментов возникновения рабочих волн в устройствах волнового определения ме-
ста повреждения выполняется фазно-модальное преобразование. Таким преобразо-
ванием для одноцепной линии электропередачи может быть одно из инвариантных 
преобразований Кларк, Карренбауэра или Ведпола. Классическое представление 
этих преобразований не может быть непосредственно применено для электриче-
ских величин двухцепной линии электропередачи, состоящей из шести проводов и, 
соответственно, имеющей шесть независимых волновых каналов. Цель настоящей 
статьи – иллюстрация применения модального преобразования для разделения элек-
трических величин двухцепной линии электропередачи. 

 
Возникновение земляного короткого замыкания (КЗ) на воздушной линии 

электропередачи (ЛЭП) приводит к появлению в фазных напряжениях и токах 
составляющих двух воздушных и одного земляного волновых каналов [6, 12]. 
Поскольку эти составляющие имеют разную скорость распространения вдоль 
ЛЭП, то в месте установки устройства волнового определения места повре-
ждения (ОМП) они возникают в разное время [2, 7, 8]. Для удобства анализа 
упомянутых составляющих и повышения точности фиксации моментов воз-
никновения рабочих волн в модели электрической сети аварийного режима 
устройство волнового ОМП выполняет модальное преобразование фазных ве-
личин [9, 14]. Причем использование сигнала волнового канала с меньшим за-
туханием при выборе рабочих волн позволяет повысить точность и надеж-
ность определения места повреждения. 

Для перехода от фазных величин к трём волновым каналам на одноцепной 
ЛЭП традиционно используют одно из инвариантных преобразований Кларк 
[4, 11, 17], Карренбауэра [13, 15] или Ведпола [15, 20]. Классическое представ-
ление этих преобразований не может быть непосредственно применено 
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для электрических величин двухцепной ЛЭП, состоящей из шести проводов 
и, соответственно, имеющей шесть независимых волновых каналов. 

Цель настоящей статьи – иллюстрация применения модального преобра-
зования для разделения электрических величин двухцепной ЛЭП. 

Теоретические основы модального преобразования. Телеграфные 
уравнения, описывающие распространение волн в ЛЭП, содержащей n прово-
дов (рисунок), в операторной форме имеют вид [1, 3] 

൞
െ
𝜕𝐔
𝜕𝑥

ൌ 𝐙 𝐈,

െ
𝜕𝐈
𝜕𝑥

ൌ 𝐘 𝐔,
 (1)

где 𝐔 ൌ ൥
𝑈ଵሺ𝑥,𝑝ሻ

… .
𝑈௡ሺ𝑥,𝑝ሻ

൩ – вектор фазных комплексных значений напряжений на 

проводах многопроводной ЛЭП; 𝐈 ൌ ൥
𝐼ଵሺ𝑥,𝑝ሻ

… .
𝐼௡ሺ𝑥,𝑝ሻ

൩ – вектор фазных комплексных 

значений токов в проводах многопроводной ЛЭП; 𝑝 ൌ 𝑎 ൅ 𝑗𝜔 – оператор 
Лапласа; 𝐙 и 𝐘 – матрицы удельных сопротивлений и проводимостей много-
проводной ЛЭП: 

𝐙 ൌ ൥
𝑍ଵሺ𝑝ሻ … 𝑍௡,ଵሺ𝑝ሻ

… … …
𝑍ଵ,௡ሺ𝑝ሻ … 𝑍௡ሺ𝑝ሻ

൩ , 𝐘 ൌ ൥
𝑌ଵሺ𝑝ሻ … 𝑌௡,ଵሺ𝑝ሻ

… … …
𝑌ଵ,௡ሺ𝑝ሻ … 𝑌௡ሺ𝑝ሻ

൩. (2)

 

 

Бесконечно малый элемент двух фаз r и s многопроводной ЛЭП 

Продифференцировав обе части уравнений (1) и (2), получим дифферен-
циальные уравнения с одной неизвестной: 

⎩
⎨

⎧
𝜕ଶ𝐔
𝜕𝑥ଶ

ൌ 𝐙 𝐘 𝐔,

𝜕ଶ𝐈
𝜕𝑥ଶ

ൌ 𝐘 𝐙 𝐈.
 (3) 
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Решение дифференциальных уравнений (3) является сложной задачей, по-
скольку требует учета взаимной связи между проводами ЛЭП [5, 10, 16, 18, 19]. 
Чтобы преодолеть эту сложность, удобно рассматривать распространение волн 
по так называемым волновым каналам, в каждом из которых волны распростра-
няются независимо от других каналов. 

Напряжения 𝐔௠ и токи 𝐈௠ волновых каналов определяются с использова-
нием свойств матричных преобразований подобия из уравнений 

𝐔 ൌ 𝐓௨𝐔௠, (4)

𝐈 ൌ 𝐓௜𝐈௠, (5)

где 𝐓௨ и 𝐓௜ – матрицы связи величин волновых каналов с фазными величинами. 
Подставляя (4) и (5) в (3), получим систему дифференциальных уравнений 

волновых каналов: 

⎩
⎨

⎧
𝜕ଶ𝐔௠
𝜕𝑥ଶ

ൌ 𝐓௨ିଵ𝐙 𝐘 𝐓௨ 𝐔௠ ,

𝜕ଶ𝐈௠
𝜕𝑥ଶ

ൌ 𝐓௜
ିଵ𝐘 𝐙 𝐓௜  𝐈௠,

 (6)

где 𝐓௨ и 𝐓௜ выбираются таким образом, чтобы произведения 𝐓௨ିଵ𝐙 𝐘 𝐓௨ и 
𝐓௜
ିଵ𝐘 𝐙 𝐓௜ были диагональными матрицами. Это исключает взаимное влияния 

волновых каналов в системе дифференциальных уравнений (6). 
Как известно из теоремы о приведении матрицы к диагональному виду [3], 

произведения 𝐓௨ିଵ𝐙 𝐘 𝐓௨ и 𝐓௜
ିଵ𝐘 𝐙 𝐓௜ будут являться диагональными матри-

цами только в том случае, если матрицы 𝐓௨ и 𝐓௜ состоят из собственных век-
торов матриц 𝐙 𝐘 и 𝐘 𝐙 , соответственно. Таким образом, переход к волновым 
каналам сводится к задаче определения собственных векторов матриц 𝐙 𝐘 
и 𝐘 𝐙 . 

Симметричная двухцепная ЛЭП. Ввиду того, что на ЛЭП осуществля-
ется транспозиция проводов, при выводе матрицы модального преобразования 
с использованием его теоретических основ достаточно представления ЛЭП 
симметричной и полностью транспонированной. Кроме того, влияние грозо-
тросов можно не учитывать, поскольку они не оказывают существенного вли-
яния на волновой процесс [18]. Поэтому для первой цепи из (3) 

𝑍ଵሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍ଶሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍ଷሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍௅ሺ𝑝ሻ, 

𝑍ଵ,ଶሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍ଶ,ଵሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍ଶ,ଷሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍ଷ,ଶሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍ଷ,ଵሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍ଵ,ଷሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍௣௣ሺ𝑝ሻ, 

𝑌ଵሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌ଶሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌ଷሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌௅ሺ𝑝ሻ, 

𝑌ଵ,ଶሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌ଶ,ଵሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌ଶ,ଷሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌ଷ,ଶሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌ଷ,ଵሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌ଵ,ଷሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌௣௣ሺ𝑝ሻ 

и для второй цепи 

𝑍ସሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍ହሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍଺ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍௅ሺ𝑝ሻ, 

𝑍ସ,ହሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍ହ,ସሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍ହ,଺ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍଺,ହሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍଺,ସሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍ସ,଺ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍௣௣ሺ𝑝ሻ, 
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𝑌ସሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌ହሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌଺ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌௅ሺ𝑝ሻ, 

𝑌ସ,ହሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌ହ,ସሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌ହ,଺ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌଺,ହሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌଺,ସሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌ସ,଺ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌௣௣ሺ𝑝ሻ, 

а также 

𝑍௡,௠ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍௠,௡ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍௦ሺ𝑝ሻ, 

𝑌௡,௠ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌௠,௡ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑌௦ሺ𝑝ሻ, 

где 𝑛 ൌ 1 െ 3, 𝑚 ൌ 4 െ 6 – индексы фаз первой и второй цепи. 
Тогда произведение симметричных матриц удельных параметров двух-

цепной ЛЭП 𝐙 и 𝐘 будет также симметричная матрица: 

𝐙 𝐘 ൌ 𝐘 𝐙 ൌ ൤
𝑵ሺ𝑝ሻ 𝑴ሺ𝑝ሻ
𝑴ሺ𝑝ሻ 𝑵ሺ𝑝ሻ൨, (7) 

где 

𝑵ሺ𝑝ሻ ൌ ቎
𝑒ሺ𝑝ሻ ℎሺ𝑝ሻ ℎሺ𝑝ሻ
ℎሺ𝑝ሻ 𝑒ሺ𝑝ሻ ℎሺ𝑝ሻ
ℎሺ𝑝ሻ ℎሺ𝑝ሻ 𝑒ሺ𝑝ሻ

቏, 

𝑴ሺ𝑝ሻ ൌ ൦

𝑔ሺ𝑝ሻ 𝑔ሺ𝑝ሻ 𝑔ሺ𝑝ሻ

𝑔ሺ𝑝ሻ 𝑔ሺ𝑝ሻ 𝑔ሺ𝑝ሻ

𝑔ሺ𝑝ሻ 𝑔ሺ𝑝ሻ 𝑔ሺ𝑝ሻ
൪, 

𝑒ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍௅ሺ𝑝ሻ𝑌௅ሺ𝑝ሻ ൅ 2𝑍௣௣ሺ𝑝ሻ𝑌௣௣ሺ𝑝ሻ ൅ 3𝑍௦ሺ𝑝ሻ𝑌௦ሺ𝑝ሻ, 

ℎሺ𝑝ሻ ൌ 𝑍௣௣ሺ𝑝ሻ𝑌௣௣ሺ𝑝ሻ ൅ 𝑍௅ሺ𝑝ሻ𝑌௣௣ሺ𝑝ሻ ൅ 𝑍௣௣ሺ𝑝ሻ𝑌௭ሺ𝑝ሻ ൅ 3𝑍௦ሺ𝑝ሻ𝑌௦ሺ𝑝ሻ, 

𝑔ሺ𝑝ሻ ൌ 2𝑍௣௣ሺ𝑝ሻ𝑌௦ሺ𝑝ሻ ൅ 𝑍௅ሺ𝑝ሻ𝑌௦ሺ𝑝ሻ ൅ 2𝑍௦ሺ𝑝ሻ𝑌௣௣ሺ𝑝ሻ ൅ 𝑍௦ሺ𝑝ሻ𝑌௭ሺ𝑝ሻ. 

Для того, чтобы найти собственные векторы матриц 𝐙 𝐘 и 𝐘 𝐙, необходимо 
найти собственные значения 𝝀 этих матриц: 

ห𝐙 𝐘 െ 𝛌𝟏ห ൌ 0, (8) 

где 𝟏 – квадратная единичная матрица, размерность которой равна размерно-
сти матрицы 𝐙 𝐘. 

Из (8) с учетом (7) определяются собственные значения матриц 𝐙 𝐘 и 𝐘 𝐙: 

൞

λଵ ൌ λଶ ൌ λଷ ൌ λସ ൌ 𝑒ሺ𝑝ሻ െ ℎሺ𝑝ሻ,
λହ ൌ 𝑒ሺ𝑝ሻ ൅ 2ℎሺ𝑝ሻ െ 3𝑔ሺ𝑝ሻ,

λ଴ ൌ ሺ𝑝ሻ ൅ 2ℎሺ𝑝ሻ ൅ 3𝑔ሺ𝑝ሻ.
 (9) 

С учетом (9) собственные векторы 𝐗௜ матриц 𝐙 𝐘 и 𝐘 𝐙 могут быть 
найдены из 

ห𝐙 𝐘 െ λ௜𝟏ห𝐗௜ ൌ 0. (10) 

Матричное уравнение (10) имеет бесчисленное множество инвариантных 
решений. Так, одним из решений является матрица 
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𝐓௜ ൌ 𝐓௨ ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 1 0 0 0 െ

1
2

1
2

െ
1
2

√3
2

0 0 െ
1
2

1
2

െ
1
2

െ
√3
2

0 0 െ
1
2

1
2

0 0 1 0
1
2

1
2

0 0 െ
1
2

√3
2

1
2

1
2

0 0 െ
1
2

െ
√3
2

1
2

1
2⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. (11) 

Тогда из (4) и (5) с учетом (11) 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑤ଵ

ூ

𝑤ଶ
ூ

𝑤ଵ
ூூ

𝑤ଶ
ூூ

𝑤଴
ூିூூ

𝑤଴ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ൌ
1
3

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

2 െ1 െ1 0 0 0
0 √3 െ√3 0 0 0
0 0 0 2 െ1 െ1
0 0 0 0 √3 െ√3
െ1 െ1 െ1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝑤஺

ூ

𝑤஻
ூ

𝑤஼
ூ

𝑤஺
ூூ

𝑤஻
ூூ

𝑤஼
ூூ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, (12) 

где 𝑤ଵ
ூ, 𝑤ଶ

ூ , 𝑤ଵ
ூூ, 𝑤ଶ

ூூ – составляющие воздушных волновых каналов первой и 
второй цепей ЛЭП; 𝑤଴

ூିூூ, 𝑤଴ – составляющие земляных волновых каналов; 𝑤஬
ூ , 

𝑤஬
ூூ – волны в фазах первой и второй цепей; ϑ ൌ 𝐴,𝐵,𝐶. 

Из анализа (12) следует, что: 
1. На волны, распространяющиеся в воздушных волновых каналах одной 

цепи, не влияют волны, распространяющиеся в фазах другой цепи. В связи с чем 
в устройстве ОМП, контролирующем одну цепь, может быть применено традици-
онное преобразование Кларк или же линейно связанные с ним преобразования 
Карренбауэра и Ведпола. 

2. Если в устройстве волнового ОМП требуется контролировать волны зем-
ляных волновых каналов, то для этого необходимо измерять фазные величины 
обеих цепей. При этом один земляной волновой канал будет формироваться как 
разность сумм фазных величин каждой цепи, а другой – как их сумма. 
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APPLICATION FEATURES OF A TRAVELING WAVE FAULT LOCATOR  
ON A DOUBLE-CIRCUIT POWER LINE 

Key words: modal transform, double-circuit power line, traveling wave fault location. 

The accuracy and stability of a single-end traveling wave fault locator directly depend on 
the correct construction of electrical network model in fault regime. In the regime of ground 
short circuits this task is complicated by the need to take into account the components of 
aerial and ground modes of power line in the electrical network of fault regime model. Its 
incorrect solution leads to a decrease in the accuracy of determining the arrival time of the 
used traveling wave, which, in turn, decreases the accuracy in calculating the distance to 
the fault. In order to correctly construct the electrical network of fault regime model and 
accurately estimate the used traveling wave arrival times in locators, phase-modal trans-
formation is performed. Such a transformation for single-circuit power line can be one of 
the invariant Clarke, Karrenbauer or Wedepohl transformations. The classical representa-
tion of these transformations cannot be directly applied to the electrical values of a double-
circuit power line, consisting of six wires and, accordingly, having six independent modes. 
The purpose of the article is to illustrate the application of the modal transform to divide 
the electrical values of a double-circuit power line into independent components. 
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