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Целью работы являются разработка и полное математическое обоснование устой-
чивого метода нахождения нормальных D-псевдорешений для несовместных систем 
линейных алгебраических уравнений с приближенными данными и меры их несов-
местности. 
Материалы и методы. При выполнении работы использовались аналог теоремы 
Вейерштрасса из теории методов оптимизации, понятие эквивалентности норм 
в конечномерных пространствах и расширенный вариант леммы Хоффмана для 
определения расстояния от произвольной точки до полиэдра. 
Результаты. В работе предлагается идейно простой и надёжный устойчивый спо-
соб – метод поточечной невязки для нахождения D-псевдорешений и меры несов-
местности системы линейных алгебраических уравнений, получающихся в ходе ап-
проксимации интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода, описывающих ряд ин-
женерных задач. Для использования метода достаточно знать поточечную инфор-
мацию о приближённых данных и погрешности их задания. Доказана теорема схо-
димости и получена оценка скорости сходимости метода такого же порядка, что 
и порядок задания погрешностей в исходных данных, т.е. метод является оптималь-
ным по порядку. 
Выводы. Предложен новый метод численного нахождения нормальных D-псевдо-
решений для систем линейных алгебраических уравнений с приближенными данными 
в условиях отсутствия информации о ее разрешимости. Этот метод непарамет-
рический и требует лишь однократного решения оптимизационной задачи с ку-
сочно-линейными ограничениями, а в некоторых случаях – задачи квадратичного 
программирования. 

 

Введение. При практическом решении прикладных задач в результате 
формализации часто приходят к математической модели 

𝐴𝑢 𝑓, 1  
где 𝐴:𝑈 → 𝐹 – оператор, определённый на множестве U со значениями в мно-
жестве F; 𝑢 – неизвестный элемент. 

Такого рода задачи относятся к обратным задачам. Например, задача продол-
жения двумерных потенциальных полей, задача анализа различных спектров, за-
дача восстановления исходного импульсного сигнала, затухающего в кабеле, 
по измерениям на выходе кабеля, задача нахождения нагрузки, распределённой 
вдоль тонкого стержня с закреплёнными концам, по измеряемому его прогибу 
и многие другие сводятся к решению интегрального уравнения 1-го рода 

𝐾 𝑥, 𝑠 ⋅ 𝑢 𝑠  𝑑𝑠 𝑓 𝑥 , 2  

где 𝐾 𝑠 ∈ 𝑊 𝑎, 𝑏 , 𝑓 𝑥 ∈ 𝐿 𝑐,𝑑 . 



Технические науки 55 

Для численного решения задачи (2) обычно переходят к её конечномерной 
аппроксимации 

�̅�𝑢 𝑓,̅ 3  

�̅�

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
… … … …
𝑎 𝑎 … 𝑎

∈ ℝ , 𝑓̅

⎣
⎢
⎢
⎡𝑓
̅

𝑓
…
𝑓̅ ⎦
⎥
⎥
⎤
∈ ℝ ,  

где 𝑢 𝑢 ,𝑢 , … ,𝑢  – искомый вектор; ℝ  – пространство матриц порядка 
𝑚 𝑛 с вещественными элементами 𝑎 ; ℝ  и ℝ  – вещественное простран-
ство векторов размерности 𝑛 и 𝑚 соответственно. 

Задача (3) может оказаться неразрешимой, а если и разрешимой (воз-
можно, не единственным образом), то её решения, как правило, не обладают 
свойством устойчивости. 

В дальнейшем считаем, что информация о разрешимости системы линей-
ных алгебраических уравнений (3) отсутствует. В этом случае ищется псевдо-
решение как решение оптимизационной задачи 

∥�̅�𝑢 𝑓̅ ∥→ inf. 4  
Задача (4) всегда разрешима, и если исходная система (3) имеет решения, то 

множество псевдорешений совпадает с множеством её решений [6, 14, 19, 26]. 
Пусть 𝑈 ⊆ ℝ  – множество решений задачи (4). 
Для случая полного ранга матрицы �̅� задача (4) хорошо исследована в ли-

тературе. Здесь мы укажем некоторые из них: [1, 4, 14–16, 19, 22, 23, 26], в ко-
торых также рассмотрены численные аспекты решения задачи (4) при возму-
щении исходных данных �̅�, 𝑓̅ . В некоторых из них применяется аппарат SVD-
разложения. Однако, если матрица �̅� неполного ранга, при использовании та-
кого подхода в численных расчётах возникает проблема так называемых «ма-
леньких сингулярных чисел», когда вычисление наименьшего сингулярного 
числа, связанного с рангом матрицы �̅�, зависит от точности вычислительного 
устройства [4, 15, 16]. Другие методы решения задачи (4) с матрицей непол-
ного ранга рассмотрены в работах [9–11, 20, 24]. 

На практике вместо данных �̅�,𝑓 ̅  известны их приближения 

𝐴
𝑎 𝑎 … 𝑎
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𝑎 𝑎 … 𝑎

, 𝑓
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⎥
⎥
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,  

связанные либо интегральными соотношениями 
∥ 𝐴 �̅� ∥⩽ ℎ, ∥ 𝑓 𝑓 ∥⩽ 𝛿, 5  

либо, чаще всего, – поточечными соотношениями 

𝑎 𝑎 ⩽ Δ , 𝑓 𝑓̅ ⩽ 𝛿 , 𝑖 1,𝑚, 𝑗 1,𝑛, 6  

где ℎ ⩾ 0, 𝛿 ⩾ 0,Δ ⩾ 0, 𝛿 ⩾ 0 – уровни погрешности задания входных данных. 
Таким образом, вместо задачи (4) приходится решать задачу с приближён-

ными данными 
∥ 𝐴𝑢 𝑓 ∥→ inf.  7  
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Для плохо обусловленных задач традиционные методы решения задачи 
(7), как правило, неэффективны и приводят к таким решениям, которые трудно 
интерпретировать. Повышение точности задания уровней погрешностей ℎ, δ 
или Δ , 𝛿  не приводит к тому, что множество решений задачи (7) в каком-то 
разумном смысле аппроксимирует решения задачи (4). Для решения таких за-
дач нужны специальные методы – методы регуляризации. Суть некоторых 
из них, основанных на идеях метода регуляризации [13], состоит в построении 
параметрических регуляризующих алгоритмов 𝑅 α , зависящих от параметра 
𝛼 и использующих соотношения (5), которые позволяют получать хорошие 
приближения к псевдорешению системы (3) при определённых значениях α 
[11, 12, 21]. Практическое применение этого подхода наталкивается на ряд 
трудностей. Во-первых, необходимо многократно решать оптимизационные 
задачи с целью подбора оптимального значения параметра α. Во-вторых, тра-
диционная форма применения метода регуляризации жёстко привязана к спо-
собу задания погрешностей (5). На практике же чаще всего известны лишь по-
точечные оценки вида (6). Использование в этих условиях построения регуля-
ризующего алгоритма возможно, но не всегда оправдано, так как приводит 
к неадекватному использованию априорной информации. Другие методы 
для нахождения псевдорешений, использующие информацию о поточечных 
оценках вида (6) рассмотрены в работах [5, 8]. 

В дальнейшем мы будем рассматривать задачу нахождения нормальных 
D-псевдорешений системы (3), определяемых как решение следующей опти-
мизационной задачи 

∥ 𝑢 ∥ → 𝑖𝑛𝑓,𝑢 ∈ 𝑈 𝑈 ∩ 𝐷, 8
где 𝑈 ∅ – непустое множество решений задачи (4), 𝐷 – замкнутое множество, 
содержащее дополнительную информацию об искомом псевдорешении системы 
(3), так что 𝑈 𝑈 ∩ 𝐷 ∅, а ∥⋅∥  – произвольная векторная норма в пространстве 
ℝ . Ранее в работах [5, 7, 18] авторами рассматривался случай 𝐷 ℝ  и 

∥∥�̅�𝑢 𝑓∥̅∥ ∥ �̅�𝑢 𝑓̅ ∥     𝑎 𝑢 𝑓̅ , 9  

а в работе [8] – для случая D – замкнутое множество из ℝ  и 

∥ �̅�𝑢 𝑓̅ ∥ ∥ �̅�𝑢 𝑓̅ ∥ 𝑚𝑎𝑥
⩽ ⩽

    𝑎 𝑢 𝑓̅ . 

Целью работы являются разработка и полное математическое обоснова-
ние устойчивого метода нахождения нормальных D-псевдорешений для несов-
местных систем линейных алгебраических уравнений с приближенными дан-
ными и меры их несовместности. 

Материалы и методы. При выполнении работы использовались аналог 
теоремы Вейерштрасса из теории методов оптимизации, понятие эквивалент-
ности норм в конечномерных пространствах и расширенный вариант леммы  
Хоффмана для определения расстояния от произвольной точки до полиэдра. 
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Результаты. В работе предлагается идейно простой и надёжный устойчи-
вый способ – метод поточечной невязки для нахождения D-псевдорешений 
и меры несовместности системы линейных алгебраических уравнений, получа-
ющихся в ходе аппроксимации интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода, 
описывающих ряд инженерных задач. Для использования метода достаточно 
знать поточечную информацию о приближённых данных и погрешности их за-
дания. Доказана теорема сходимости и получена оценка скорости сходимости 
метода такого же порядка, что и порядок задания погрешностей в исходных дан-
ных, т.е. метод является оптимальным по порядку. 

1. Теорема Вейерштрасса для нормальных D-псевдорешений. Как из-
вестно [14, 15, 19, 26], множество 𝑈 ∅ решений задачи (4) с нормой (9), сов-
падает с множеством решений нормальной системы уравнений 

�̅� �̅�𝑢 �̅� 𝑓, 10  
и, следовательно, 𝑈 𝑢 ∈ ℝ : �̅� �̅�𝑢 �̅� 𝑓̅ . 

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений 
�̅�𝑢 𝑣 𝑓;̅ 
�̅� 𝑣 0,

 11  

где 𝑣 ∈ ℝ . 
Очевидно, если пара 𝑢 ∣ 𝑣 ∈ ℝ ,𝑢 ∈ ℝ , 𝑣 ∈ ℝ  является решением 

системы (11), то 𝑢 ∈ 𝑈. Действительно, умножая слева первое соотношение 
(11) на матрицу �̅� и учитывая, что �̅� 𝑣 0, получим систему (10). Обратно, 
если 𝑢 – псевдорешение системы (3), т.е. 𝑢 ∈ 𝑈, а 𝑣 𝑓̅ �̅�𝑢, то вектор 𝑢 ∣ 𝑣  
является решением системы (11). 

Величина 𝑦 ∥ 𝑣 ∥ ∥ 𝑓̅ �̅�𝑢 ∥  называется мерой несовместности си-
стемы (3) и характеризует, насколько адекватна математическая модель (3) со-
ответствующей физической модели. 

В дальнейшем, как уже отмечалось ранее, считаем, что 𝑈 𝑈 ∩ 𝐷 ∅ 
или 𝑈 𝑢 ∈ 𝐷: �̅� �̅�𝑢 �̅� 𝑓 ∅, и если пара 𝑢|𝜐  является решением  
системы 

�̅�𝑢 𝑣 𝑓,̅𝑢 ∈ 𝐷; 
�̅� 𝑣 0,

 

то 𝑢 ∈ 𝑈 . 
Рассмотрим задачу, аналогичную (8): 

∥ 𝑤 ∥ → 𝑖𝑛𝑓,𝑤 ∈ 𝕎 ⊆ ℝ , 12
где 𝑊 𝑤 𝑤 𝑤 …𝑤 𝑤 …𝑤 𝑢 ∣ 𝑣 ,𝑢 𝑤 ,𝑤 … 𝑣 ∈ 𝐷, 

𝑣 𝑤 𝑤 ⋯𝑣 :𝐵𝑤 �̅� , 

𝐵 �̅� 𝐸
𝑂 �̅�

, �̅� 𝑓̅
𝑂

, 

где 𝑂  – матрица порядка 𝑛 𝑚 с нулевыми элементами; 𝑂  – нулевой вектор 
размерности 𝑛; 𝐸 ∈ ℝ  – единичная матрица порядка 𝑚 𝑚. 

Так как множество решений системы (11) не пусто, то 𝕎 ∅. 
Очевидно, что вектор 𝑢 𝑤 ,𝑤 , … ,𝑤 , составленный из первых 𝑛 ком-

понент решений задачи (11), является решением задачи (8) или, что то же са-
мое, нормальным D-псевдорешением системы (3), а 𝑦 ∥ 𝑣 ∥ 𝑤

 𝑤 ⋯ 𝑤 /  – мерой несовместности решений задачи (3). 
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Пусть 𝑊∗ – множество решений задачи (12). 
Теорема 1. Пусть 𝐷 – замкнутое множество. Тогда множество 𝕎∗ ∅, 

компактно и любая минимизирующая последовательность 𝑤 ∈ 𝕎 для функ-
ционала ∥ 𝑤 ∥  сходится к 𝕎∗ при 𝑘 → ∞. 

Доказательство. Нетрудно проверить, что множество 𝕎∗ ∅ и замкнуто. 
Функционал ∥ 𝑤 ∥ 0 непрерывный и ограниченный снизу. Тогда все условия 
Теоремы 2.3 из [2] выполнены и утверждения теоремы следуют непосред-
ственно из этой теоремы. Теорема доказана. 

2. Метод поточечной невязки. Далее считаем, что вместо данных �̅�,𝑓̅  
известны их приближения 𝐴,𝑓 , связанные соотношениями (6). Следуя [3, 5], 
вместо индивидуальной пары данных 𝐴,𝑓  рассмотрим множества матриц 
и векторов 

𝒜 𝐴 𝑎 ∈ ℝ : 𝑎 𝑎 Δ , 𝑖 1,𝑚, 𝑗  1,𝑛 , 
ℱ 𝑓 𝑓 , 𝑓 , … , 𝑓 : 𝑓 𝑓 ⩽ 𝛿 , 𝑖 1,𝑚 . 

Очевидно, что 𝒜 ∅ и ℱ ∅, так как из (6) следует, что �̅� ∈ 𝒜 и 𝑓̅ ∈ ℱ. 
Рассмотрим множество систем 

𝐴 𝐸
𝑂 𝐴

𝑢
𝑣

𝑓
𝑂 ,𝑢 ∈ 𝐷,𝐴 ∈ 𝒜, 𝑓 ∈ ℱ, 13  

матрица 𝑂  и вектор 𝑂  определены в задаче (11). Формально перезапишем (13) 
в виде системы 

𝒜 𝐸
𝑂 𝒜

𝑢
𝜈

ℱ
𝑂

,𝑢 ∈ 𝐷. 

Назовём вектор 𝑢|𝑣 допустимым решением системы (13), если суще-
ствует матрица 𝐴 ∈ 𝒜 и вектор 𝑓 ∈ ℱ такие, что 

𝐴 𝐸
𝑂 𝐴

𝑢
𝑣

𝑓
𝑂 ,𝑢 ∈ 𝐷. 

Обозначим через σ Δ , 𝛿 , 𝑖 1,𝑚, 𝑗 1,𝑛  – набор погрешностей 
из (6), а множество всех допустимых решений систем (13) через 

𝑊 σ 𝑤 𝑢 ∣ 𝑣 ∈ ℝ ,𝑢 ∈ 𝐷:
𝒜 𝐸
𝑂 𝒜

𝑢
𝑣

𝑓
𝑂

. 

Множество W σ ∅, так как система 
�̅� 𝐸
𝑂  �̅�

𝑢
𝑣

𝑓̅
𝑂

,𝑢 ∈ 𝐷, �̅� ∈ 𝒜, 𝑓̅ ∈ ℱ 

всегда разрешима (смотрите (9) или (11)). Если рассмотреть задачу 
∥ 𝑤 ∥ → inf,𝑤 𝑢 ∣ 𝑣 ∈ 𝑊 σ , 14  

то не очень понятно, как использовать её для получения приближённых реше-
ний задачи (12). Индивидуальные системы из множества 𝑊 σ  несильно от-
личаются друг от друга и можно сказать, в рамках заданной точности Δ  и δ  
они эквивалентны. 

Рассмотрим множество 
𝑊 𝜎 𝑤 𝑤 𝑤 …𝑤 𝑤 …𝑤 ∈ ℝ ,𝑢 𝑤 ,𝑤 , . . . ,𝑤 ∈ 𝐷: 

  𝑎 , 𝑤 𝑤 𝑓 ⩽   Δ ⋅ 𝑤 𝛿 , 𝑖 1,𝑚, 
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  𝑎 𝑤   Δ |𝑤 |, 𝑖 𝑚 1,𝑚 𝑛  . 

Легко установить замкнутость множества 𝑊 σ . Учитывая замкнутость 
множества D и непрерывность всех функционалов, входящих в соотношения, 
определяющих множество 𝑊 σ , следуя аналогично [3, 5], можно доказать тео-
рему 2. 

Теорема 2. Множество 𝑊 σ  эквивалентно множеству 𝑊 σ . 
Следовательно, множество 𝑊 σ ∅. Кроме того, 𝑊 ⊆ 𝑊 σ ≡ 𝑊 σ  

и множество 𝑊 σ  являются расширением множества 𝑊 из задачи (12). 
Теперь задача 

∥ 𝑤 ∥ → inf,𝑤 𝑢 ∣ 𝑣 ∈ W σ , 15
эквивалентная задаче (14), является более конструктивной с вычислительной 
точки зрения, и мы описали в общих чертах метод поточечной невязки для ре-
шения задачи (14) с приближёнными данными 𝐴, 𝑓 . 

Пусть 𝑊∗ σ 𝑤 𝑢|𝑣 ∈ 𝑊 ∶ ∥ 𝑤 ∥ μ∗, μ∗ inf ∥ 𝑤 ∥ ,𝑤 ∈ 𝑊 σ  – 
множество решений задачи (15). 

Теорема 3. Пусть выполнены условия (6), 𝑈 ∅,𝐷 – замкнутое множе-
ство. Тогда множество 𝑊∗ σ ∅ и компактно. 

Доказательство. Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству 
теоремы 1, так как множество 𝑊 σ ∅ и замкнуто, функционал ∥ 𝑤 ∥  непре-
рывный и ограниченный снизу 

∥ 𝑤 ∥ 0. 
Теорема доказана. 

Для численного решения задачи (15) достаточно определить вектор  
𝑤 𝑤 σ, ε ∈ 𝑊 σ , удовлетворяющий условию 

∥ 𝑤 ∥ ⩽ μ∗ ε, ε 0. 16  
Множество таких векторов обозначим 𝑊∗ σ, ε . Ниже покажем, что век-

торы 𝑢∗ σ, ε 𝑤∗ σ, ε ,𝑤∗ σ, ε , … ,𝑤∗ σ, ε , составленные из первых  
𝑛 компонент векторов 

𝑤∗ σ, ε 𝑤∗ σ, ε ,𝑤∗ σ, ε , … ,𝑤∗ σ, ε , … ,𝑤∗ σ, ε ∈ 𝑊∗ σ, ε  
решений задачи (16), аппроксимируют нормальные D-псевдорешения системы 
(3) с такой же точностью, как и точность задания входных данных �̅�,𝑓̅  в (6). 

3. Сходимость метода поточечной невязки. Обозначим через 
Δ max

,
 Δ , δ max δ . 

Лемма 1. Для ∀ 𝑤 ∈ 𝑊 имеет место неравенство 
∥ 𝐵𝑤 𝑓̅ ∥ ⩽ 2 Δ ⋅∥ 𝑤 ∥ δ . 17  

Доказательство. Из определения матрицы 𝐵 𝑏 ∈ ℝ ,  и век-

тора �̅� �̅� , �̅� ,…,, �̅� , 0,0, . . . ,0 ∈ ℝ  в задаче (12), а также из условий (6) 
для ∀ 𝑤 ∈ 𝑊 σ  и 𝑖 1,𝑚 нетрудно установить 

  𝑏 𝑤 �̅� ⩽   𝑎 𝑤 𝑤 𝑓̅  
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  𝑎 𝑤   𝑎 𝑤   𝑎 𝑤 𝑤 𝑓 𝑓 𝑓̅  

  𝑎 𝑎 ⋅ 𝑤   𝑎 𝑤 𝑤 𝑓 𝑓 𝑓̅  

2   Δ 𝑤 𝛿 2 Δ ⋅∥ 𝑤 ∥ 𝛿 , 

где ∥ 𝑤 ∥ |𝑤 | |𝑤 | ⋯ |𝑤 |, а для 𝑖 𝑚 1,𝑛 𝑚 

  𝑏 𝑤 �̅�   𝑎 , ⋅ 𝑤  

  𝑎 ⋅ 𝑤   𝑎 𝑤   𝑎 𝑤  

  𝑎 𝑎 ⋅ 𝑤   𝑎 𝑤  

2   Δ 𝑤 ⩽ 2Δ ⋅∥ 𝑤 ∥ . 

Из этих неравенств для ∀ 𝑤 ∈ 𝑊 σ  следует 

∥ 𝐵𝑤 𝑑 ∥ max     𝑏 𝑤 �̅� 2 Δ ⋅∥ 𝑤 ∥ δ .  

Лемма доказана. 
Обозначим через 

β 𝑋,𝑌 sup
∈
  inf
∈
  ∥ 𝑥 𝑦 ∥ ,  

где β – расстояние между непустыми множествами 𝑋 ∈ ℝ ,𝑌 ∈ ℝ , 

∥ 𝑥 𝑦 ∥ 𝑥 𝑦 , 𝑥 𝑥 , 𝑥 ,…, 𝑥 ∈ ℝ , 

𝑦 𝑦 ,𝑦 ,, … ,𝑦 ∈ ℝ , 
𝑈∗ 𝜎, 𝜀  – множество векторов 𝑢∗ 𝜎, 𝜀 𝑤∗ 𝜎, 𝜀 ,𝑤∗ 𝜎, 𝜀 , … ,𝑤∗ 𝜎, 𝜀 , со-
ставленных из первых n компонент векторов 

𝑤∗ σ, ε 𝑤∗ σ, ε ,𝑤∗ σ, ε , … ,𝑤∗ σ, ε ,𝑤∗ σ, ε , … ,𝑤∗ σ, ε , 
𝑤∗ σ, ε ∈ 𝑊∗ σ, ε ⊆ 𝑊∗ 𝜎 ⊂ ℝ , 

𝑈∗ – множество нормальных D-псевдорешений системы (3), т.е. решений задач (7). 
Теорема 4. Пусть D – замкнутое множество и выполнены условия (6).  

Тогда β 𝑈∗ σ, ε ,𝑈∗ → 0 при σ → 0, ε → 0. 
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Доказательство. Пусть 
σ Δ , δ → 0, ε → 0 при 𝑘 → ∞, 

где Δ max
,

 Δ , δ max δ  – числовые последовательности. 

Тогда по определению точной верхней грани существует последователь-
ность 𝑤 𝑤 σ , ε ∈ 𝑊∗ σ , ε  такая, что 

β 𝑊∗ σ , ε ,𝑊∗
1
𝑘
⩽ inf

∈ ∗
 ∥∥𝑤 𝑤∥∥, 𝑘 1,2, … 18  

Так как 𝑊 ⊆ 𝑊 𝜎 , то μ∗ inf
∈ ∗

  ∥ 𝑤 ∥ μ∗ inf
∈

  ∥ 𝑤 ∥ . 

Тогда из (16) имеем 
∥∥𝑤 ∥∥ ⩽ μ∗ ε . 19  

Таким образом, последовательность 𝑤  ограничена. Из неё можно вы-
делить сходящуюся подпоследовательность. Не ограничивая общности, счи-
таем, что сама последовательность 𝑤  сходится: 𝑤 → 𝑤∗, 𝑘 → ∞. 

Из соотношения (17) и (19) получим 
∥∥𝐵𝑤 �̅�∥∥ ⩽ 2 Δ ⋅ μ∗ ε δ . 

Переходя к пределу при 𝑘 → ∞, имеем ∥∥𝐵𝑤∗ �̅�∥∥ 0, что равносильно 
системе уравнений 𝐵𝑤∗ �̅�, т.е. 𝑤∗ ∈ 𝑊. Тогда из (19) следует ∥∥𝑤∗∥∥ 𝜇∗ 
при 𝑘 → ∞. Следовательно, 

𝑤∗ ∈ 𝑊∗ и lim
→

  inf
∈𝕎∗

 ∥∥𝑤 𝑤∥∥ 0. 

Из неравенства (18) при 𝑘 → ∞ следует 
𝛽 𝑊 σ , ε ,𝑊∗ → 0. 20  

Пусть 𝑤∗ 𝑤∗ ,𝑤∗ , … ,𝑤∗ , … ,𝑤∗ – проекция вектора 
𝑤∗ 𝜎 , 𝜀 𝑤∗ 𝜎 , 𝜀 ,𝑤∗ 𝜎 , 𝜀 , … ,𝑤∗ 𝜎 , 𝜀 , … ,𝑤∗ 𝜎 , 𝜀̂ , 

𝑤∗ 𝜎 , 𝜀 ∈ 𝑊∗ 𝜎 , 𝜀̂  
на множество 𝑊∗ и 𝑢∗ 𝜎 , 𝜀  𝑤∗ 𝜎 , 𝜀 ,𝑤∗ 𝜎 , 𝜀 , … ,𝑤∗ 𝜎 , 𝜀  – век-
тор, составленный из первых n компонент вектора 𝑤∗ 𝜎 , 𝜀 . Как отмечено 

выше, вектор 𝑢∗ 𝑤∗ , 𝑣∗ , … ,𝑤∗ , составленный из первых n компонент 
вектора 𝑤∗ , принадлежит множеству 𝑈∗ – решений задачи (8). 

Таким образом, получим 
inf
∈ ∗
 ∥∥𝑢∗ 𝜎 , 𝜀 𝑢∥∥ ∥∥𝑢∗ 𝜎 , 𝜀 𝑢∗ ∥∥  

∥∥𝑤∗ 𝜎 , 𝜀 𝑤∗ ∥∥ 𝑖𝑛𝑓
∈ ∗

 ∥∥𝑤∗ 𝜎 , 𝜀 𝑤 ∥∥ 

Из этого неравенства и соотношения (20) следует утверждения теоремы 
при 𝑘 → ∞. Теорема доказана. 

4. Оценка погрешности аппроксимации. Получим оценку погрешности 
аппроксимации множества нормальных D-псевдорешений системы (3) множе-
ством 𝑈∗ σ, ε  для специального случая 

∥ 𝑢 ∥ ∥ 𝑢 ∥ 𝑚𝑎𝑥   𝑢 ,𝑢 𝑢 ,𝑢 , … ,𝑢 ∈ ℝ , 

𝐷 𝑢 ∈ ℝ : �̅� 𝑢 𝑓̅ , �̅� 𝑢 𝑓̅ , �̅� ∈ ℝ , �̅� ∈ ℝ ,

𝑓̅ ∈ ℝ , 𝑓̅ ∈ ℝ .
 21  
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Обозначим через 
ρ 𝑥,𝑌 inf

∈
  ∥ 𝑥 𝑦 ∥  

расстояние от вектора 𝑥 до непустого множества 𝑌. 
Теорема 5. Пусть выполнены неравенства (6), ∥ 𝑢 ∥ ∥ 𝑢 ∥  в задаче (8) 

и множество 𝐷 определено в (21). Тогда 
Sup
∈ ∗ ,

ρ 𝑢,𝑈∗ 𝑂 Δ δ ε . 22  

Доказательство. Сначала мы покажем 
Sup
∈ ∗ ,

ρ 𝑤,𝑊∗ 𝑂 Δ δ ε . 23  

Представим множество 𝑊∗ в виде 
𝑊∗ 𝑤 𝑢|𝜈 ∈ ℝ : �̅� 𝑢 𝑓̅ , �̅� 𝑢 ⩽ 𝑓̅ , ∥ 𝑢 ∥ ⩽ μ∗,𝐵𝑤 �̅�  

или, что есть то же самое, 
𝑊∗ 𝑤 𝑢 ∣ 𝜈 ∈ ℝ : �̅� 𝑢 𝑓̅ , �̅� 𝑢 𝑓̅ , w μ∗ 0, 𝑤 μ∗ 0,

𝑠 1,𝑛,𝐵𝑤 �̅� ,
 

где μ∗ inf
∈

  ∥ 𝑤 ∥ . 

Таким образом, 𝑊∗ – полиэдр. Согласно лемме Хоффмана [3, 17, 25], су-
ществует константа 𝐾 0, зависящая лишь от элементов матриц �̅� �̅� 𝐵 такая, 
что выполнено неравенство 

𝜌 w,𝑊∗ 𝐾𝑚𝑎𝑥

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

max   𝑤 𝜇∗ , max   𝑤 𝜇∗ ,

max
⩽ ⩽

  �̅� 𝑢 𝑓̅ , max
⩽ ⩽

  �̅� 𝑢 𝑓̅ ,

max
⩽ ⩽

  𝐵𝑤 �̅�
⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

, 24  

∀𝑤 ∈ ℝ  

 

где 𝑤 𝜇∗ max 0;𝑤 𝜇∗ ; 𝑤 𝜇∗  

max 0, 𝑤 𝜇∗ ; �̅� 𝑢 𝑓̅ max 0, �̅� 𝑓̅ . 
В частности, для векторов 𝑤∗ σ, ε ∈ 𝑊∗ σ, ε ⊆ ℝ  неравенство (24) 

справедливо. Получим оценки для выражений в правой части неравенства (24) 
для 𝑤 𝑤∗ σ, ε 𝑢∗ σ, ε ∣ 𝜈∗ σ, ε . Так как 𝑈 𝑢∗ σ, ε ∈ 𝐷, то 

max   �̅� 𝑢 𝑓̅ 0, max   �̅� 𝑢 𝑓̅ 0 . 25  

Аналогично (19) имеем ∥∥𝑤∗ 𝜎, 𝜀 ∥∥ ⩽ 𝜇∗ 𝜀. Отсюда имеем 
max   𝑤 𝜇∗ ε, max   𝑤 μ∗ ε . 26  

Используя неравенство (17), из леммы 1 для ∀ 𝑤∗ σ, ε ∈ 𝑊∗ σ, ε  получим 
max   ∣ 𝐵𝑤 �̅� ∣ 2 Δ ⋅ 𝐶 δ , 27  

где С – константа, ограничивающая компактное множество 𝑊∗ σ, ε . 
Подставляя соотношения (25)–(27) в неравенство (24), имеем 

𝜌 𝑤∗ σ, ε ,𝑊∗ 2 ⋅ 𝐾 Δ ⋅ 𝑐 δ ε . 
Отсюда следует соотношение (23). Аналогично, как и при доказательстве 

теоремы 4, получим 
inf
∈ ∗
 ∥∥𝑢∗ σ, ε 𝑢∥∥ ⩽ inf

∈ ∗
 ∥∥𝑤∗ σ, ε 𝑤∥∥ ρ 𝑤∗ σ, ε ,𝑊∗ , 28  

где 𝑣∗ σ, ε 𝑤∗ σ, ε ,𝑤∗ σ, ε , … ,𝑤∗ σ, ε  – вектор, составленный из пер-
вых n компонент вектора 𝑤∗ σ, ε ∈ 𝑊∗ σ, ε . 
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Из неравенства (28) следует соотношение (22). Теорема доказана. 
Пусть 𝑣∗ 𝑤∗ ,𝑤∗ , … ,𝑤∗  – вектор, составленный из последних 

𝑚 компонент вектора 
𝑤∗ 𝑤∗ ,𝑤∗ , … ,𝑤∗ ,𝑤∗ ,𝑤∗ , … ,𝑤∗ ∈ 𝑊∗ 

и 𝑣∗ σ, ε 𝑤∗ σ, ε ,𝑤∗ σ, ε , … ,𝑤∗ σ, ε  – вектор, составленный 
из последних 𝑚 компонент вектора 

𝑤∗ δ, ε 𝑤∗ δ, ε ,𝑤∗ δ, ε , … ,𝑤∗ δ, ε , … ,𝑤∗ δ, ε ∈ 𝑊∗ δ, ε . 
Множества векторов вида 𝑣∗и 𝑣∗ δ, ε  обозначим через 𝑉∗ и 𝑉∗ δ, ε  соответ-

ственно. 
Теорема 6. При выполнении условий теоремы 5 имеем 

Sup
∈ ∗ ,

inf
 ∗∈ ∗

| ‖𝑣‖ ‖𝑣∗‖ | 𝑂 Δ  δ ε . 29  

Доказательство. Соотношение (29) следует из (23) и неравенств 
inf

 ∗∈ ∗
| ‖𝑣 δ, ε ‖  ‖𝑣∗‖ | inf

 ∗∈ ∗
‖𝑣 δ, ε 𝑣∗‖ inf

 ∈ ∗
‖𝑤 δ, ε 𝑤‖ ≡ 

≡ 𝜌 𝑤∗ δ, ε ,𝑊∗ . 
Теорема доказана. 

Выводы. В данной работе предлагается идейно простой и надёжный 
устойчивый способ нахождения D-псевдорешения задачи (3) вне зависимости 
от того, что она имеет решение (совместна) или не имеет решения (несов-
местна). Для численного использования метода достаточно знать поточечную 
информацию о приближённых данных 𝐴,𝑓  и поточечные погрешности их за-
дания Δ , δ . Этот метод непараметрический и приводит к однократному реше-
нию задачи минимизации (15). В частном случае, если в задаче (8) и множество 
D определено соотношениями (21), приближённые нормальные D-псевдореше-
ния и мера несовместности ||𝜐 δ, ε ||, получаемые из решения задачи (15) или 
(16), аппроксимируют нормальные D-псевдорешения системы (3) или, что то 
же самое, решения задачи (8) и меру несовместности системы (3)  
𝑦∗ |𝜐∗| |𝑓 �̅�𝑢∗|  соответственно, с такой же точностью, что и порядок 
задания погрешностей в (6). Таким образом, метод, определяемый в (15), явля-
ется оптимальным по порядку. 
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Alexander Yu. IVANITSKIY, Mikhail V. KISELEV,  
Marina V. VASILKOVA, Vladimir V. EJOV 

A STABLE METHOD FOR FINDING NORMAL D-PSEUDOSOLUTIONS  
OF SYSTEMS OF LINEAR ALGEBRAIC EQUATIONS  

WITH APPROXIMATE DATA AND MEASURES OF THEIR INCONSISTENCY 

Key words: D-pseudosolutions, measures of inconsistency, Fredholm integral equations  
of the first kind in engineering problems, pointwise residual method, estimate of approxi-
mate solutions. 

The research purpose is to develop and fully mathematically justify a stable method for 
finding a normal D-pseudosolution of inconsistency systems of linear algebraic equations 
with approximate data. 
Materials and methods. The paper uses an analogue of the Weirstrass theorem from the theory 
of optimization methods and the concept of norms in finite-dimensional spaces and extended 
version of Hoffman’s lemma to determine the distance from an arbitrary point to a polyhedron. 
Research results. The article proposes an ideologically simple, reliable and stable 
method – the pointwise residual method for finding D-pseudosolutions and measures of 
inconsistency of systems of linear algebraic equations, obtained during the approximation 
of Fredholm integral equations of the first kind, which describe a number of engineering 
tasks. To use this method, it is enough to know information of approximate data and esti-
mates of their error. The convergence theorem of the method is proved and estimate of the 
convergence rate of the method of the same order as that of setting errors in the initial data 
is obtained. The method is optimal in order. 
Conclusions. A new stable method for numerically finding a normal D-pseudosolution of 
systems of linear algebraic equations with approximate data in the absence of information 
about their solvability is proposed. This method is nonparametric and requires one time 
solving an optimization problem with piecewise linear constraints, and in some cases solv-
ing a quadratic programming problem. 
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