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При построении регрессионных моделей объектов любой природы часто возникает 
необходимость задействовать нелинейные аппроксимирующие конструкции, в том 
числе кусочно-линейные, при этом исследуемый процесс может иметь выраженный 
динамический характер, поэтому в качестве регрессоров могут быть использованы 
запаздывающие (лаговые) переменные. 
Цель исследования – разработка алгоритмического способа идентификации пара-
метров однородной вложенной кусочно-линейной регрессии с запаздывающими пе-
ременными. 
Материалы и методы. Для достижения цели использовались предложенные ранее 
одним из авторов приемы сведения задач оценивания параметров вложенных ку-
сочно-линейных моделей к задачам линейно-булева программирования. Был применен 
также известный в регрессионном анализе метод наименьших модулей. В качестве 
объекта моделирования был принят объем добычи нефти в Российской Федерации 
с использованием статистических исходных данных за 2013–2022 гг. 
Результаты исследования. Разработан алгоритмический способ построения одно-
родной вложенной кусочно-линейной регрессии с запаздывающими переменными, 
сводящийся к решению задачи линейно-булева программирования. Он применен для 
построения модели для определения возможного объема добычи нефти в Российской 
Федерации. При этом в качестве независимых переменных использовались данные 
об объемах капитальных вложений российских вертикально-интегрированных 
нефтяных компаний и о вводе в действие новых скважин. 
Выводы. Разработанный способ построения однородной вложенной кусочно-линей-
ной регрессии с запаздывающими переменными при использовании метода наимень-
ших модулей сводится к задаче линейно-булева программирования. Подобные модели 
позволяют выявлять лимитирующие значения зависимых переменных факторов 
с учетом возможных задержек во влиянии на внешнем и внутреннем уровнях. 

 
Введение. При построении регрессионных моделей объектов любой при-

роды часто возникает необходимость использовать нелинейные аппроксими-
рующие конструкции, в том числе кусочно-линейные. При этом, если иссле-
дуемый процесс имеет выраженный динамический характер, в качестве ре-
грессоров могут быть задействованы запаздывающие (лаговые) переменные. 
Так, в работе [22] рассматриваются пороговые модели авторегрессии и модели 
авторегрессии с функциональными коэффициентами в качестве особых слу-
чаев, но с дополнительными преимуществами, такими как отображение более 
тонкой структуры базовой динамики и лучшая производительность прогнози-
рования после выборки. Также предлагается новый бутстреп-тест на предмет 
оценки качества моделей и селектор полосы пропускания, основанный на недавно 
определенной перекрестной проверке ожидаемых ошибок прогнозирования. 
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В [20] параметрические и непараметрические модели используются для про-
гнозирования ежемесячных колебаний уровня воды в озере Урмия (Иран). 
Одиннадцать предыдущих уровней воды в виде данных с запаздыванием по-
месячно используются в качестве известных независимых переменных мо-
дели, в то время как уровень воды в озере на двенадцатом месяце рассматри-
вается как неизвестная зависимая переменная, подлежащая прогнозированию. 
Параметрические модели, используемые при моделировании, включают муль-
тилинейную регрессию, аддитивную и мультипликативную нелинейную ре-
грессию и дерево решений с нейронной сетью прямого и обратного распро-
странения ошибки. Исследование [14] посвящено оценке нелинейной модели 
с распределенным запаздыванием на основе деревьев байесовской аддитивной 
регрессии. Этот метод использует набор деревьев регрессии, каждое из кото-
рых предполагает кусочно-постоянные отношения в пространстве воздействия 
и времени. Показано, что полученная модель превосходит модели на основе 
сплайнов, когда поверхность времени экспозиции не является гладкой, в то время 
как оба метода работают одинаково в условиях, когда истинная поверхность 
гладкая. В статье [15] исследуется влияние изменений цен на нефть на уровень 
безработицы в Нигерии с использованием реальных цен на нефть марок Brent 
и West Texas International, с применением методов оценки линейной и нели-
нейной авторегрессии с распределенным лагом. В работе [17] отмечается, что 
в регрессии временных рядов, где один выброс может появляться в векторе 
регрессоров несколько раз из-за присутствия запаздывающих переменных, 
устойчивость способа оценки к выбросам может вызывать серьезную озабо-
ченность. Показано, что высокая устойчивость S-оценок в поперечной регрес-
сии распространяется и на временные ряды. В [18] предлагается подход на ос-
нове нелинейной векторной авторегрессионной нейронной сети для прогнози-
рования потоков авиапассажиров. В публикации [10] описаны статистические 
методы, которые могут охарактеризовать лагированные эффекты и предста-
вить структурированный подход к анализу данных с целью разработки соот-
ветствующей модели. В статье [9] показана тестовая статистика на основе ре-
грессии двойной длины для тестирования нелинейности и/или пространствен-
ного лага. В частности, выводятся тесты для совместной проверки линейных 
или лог-линейных моделей без зависимости от пространственного запаздыва-
ния по сравнению с общей моделью Бокса-Кокса с зависимостью от него. 
В [11] рассматривается проблема идентификации и оценки в моделях дискрет-
ного выбора панельных данных, когда набор объясняющих переменных вклю-
чает строго экзогенные переменные, лаги эндогенной зависимой переменной, 
а также ненаблюдаемые индивидуальные эффекты. В [4] для оценивания вре-
мени запаздывания в регрессионной модели предлагается использовать под-
ход, основанный на генетическом алгоритме. В публикации [21] дисперсия 
оценивается как точка пересечения линейной регрессии с лаговой оценкой 
дисперсии типа Гассера в качестве зависимой переменной. В [8] с помощью 
векторной авторегрессии изучаются связи между ценами на акции и ключе-
выми макроэкономическими индикаторами: инфляцией, промышленным про-
изводством, процентными ставками, денежной массой и некоторыми взаимо-
действиями между последней группой переменных. 
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Приведенный краткий обзор публикаций указывает на актуальность про-
блемы расширения арсенала используемых при регрессионном моделирова-
нии форм связи между переменными путем разработки новых типов кусочно-
линейных конструкций. 

Цель исследования состоит в разработке алгоритмического способа 
идентификации параметров однородной вложенной кусочно-линейной регрес-
сии с запаздывающими переменными. 

Материалы и методы. Для достижения цели использовались предложен-
ные ранее одним из авторов приемы сведения задач оценивания параметров 
вложенных кусочно-линейных моделей к задачам линейно-булева программи-
рования (ЛБП). Был применен также известный в регрессионном анализе ме-
тод наименьших модулей. В качестве объекта моделирования был принят 
объем добычи нефти в Российской Федерации с использованием статистиче-
ских исходных данных за 2013–2022 гг. 

Результаты исследования. Пусть для исследуемого динамического про-
цесса задана выборка данных (Х, у), где X − матрица наблюдений независимых 
переменных с компонентами 𝑥௞௜ размерности ሺ𝑛 ൈ 𝑚ሻ; 𝑦 ൌ ሺ𝑦ଵ, … ,𝑦௡ሻ் – вектор 
наблюдений зависимой переменной; 𝑛 – длина выборки; 𝑚 – число предикторов 
(независимых переменных); 𝑘 – номер наблюдения (года, месяца, квартала и т.д.). 

При регрессионном моделировании динамических процессов эффективны 
зависимости с запаздывающими переменными: 

𝑦௞ ൌ α଴ ൅෍α௜

௠

௜ୀଵ

𝑥ሺ௞ିఛ೔ሻ,௜ ൅ ε௞ , (1)

где 𝜏௜ – лаги запаздывания ሺ𝑖 ൌ 1,𝑚 ሻ; ε௞ – ошибки аппроксимации. 
Линейная модель учитывает то обстоятельство, что на зависимую пере-

менную могут оказывать влияние независимые переменные в прошлые по от-
ношению к моменту времени 𝑘 периоды. 

В работе [6] одним из авторов введены вложенные кусочно-линейные ре-
грессии: 

 простая вложенная кусочно-линейная регрессия первого типа 
𝑦௞ ൌ minሼmin

௜∈ூ
ሼα௜𝑥௞௜ሽ , max

௜∈௃
ሼβ௜𝑥௞௜ሽሽ ൅ ε௞ , (2)

 простая вложенная кусочно-линейная регрессия второго типа 
𝑦௞ ൌ maxሼmin

௜∈ூ
ሼα௜𝑥௞௜ሽ , max

௜∈௃
ሼβ௜𝑥௞௜ሽሽ ൅ ε௞ , (3)

 однородная вложенная кусочно-линейная регрессия первого типа 
𝑦௞ ൌ minሼmin

௜∈ூభ
ሼα௜

ଵ𝑥௞௜ሽ , … , min
௜∈ூಸ

ሼα௜
ீ𝑥௞௜ሽሽ ൅ ε௞ , (4)

 однородная вложенная кусочно-линейная регрессия второго типа 
𝑦௞ ൌ maxሼmax

௜∈௃భ
ሼβ௜

ଵ𝑥௞௜ሽ , … , max
௜∈௃ಹ

ሼβ௜
ு𝑥௞௜ሽሽ ൅ ε௞ , (5)

где индексные множества 𝐼௜ , 𝑖 ൌ 1,𝐺, 𝐽௜ , 𝑖 ൌ 1,𝐻 являются подмножествами 
множества номеров независимых переменных {1,2,…,𝑚}: 

𝐼, 𝐽, 𝐼௜ ⊆  ሼ1,2, … ,𝑚ሽ, 𝑖 ൌ 1,𝐺, 𝐽௜ ⊆ {1,2,…, 𝑚}, 𝑖 ൌ 1,𝐻. 
При этом допускаются их всевозможные непустые попарные пересечения. 
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В случае, когда в качестве функции потерь выбрана соответствующая  
методу наименьших модулей сумма абсолютных ошибок аппроксимации 

∆ ൌ  ෍|𝜀௞|
௡

௞ୀଵ

, (6)

задачи оценивания параметров вложенных кусочно-линейных регрессий (2)–(5) 
могут быть сведены к задачам ЛБП (см., например, [5]). 

Поставим задачу построения однородной вложенной кусочно-линейной 
регрессии с запаздывающими переменными: 

𝑦௞ ൌ 𝑎଴ ൅ minሼmin
௜∈ூభ

ሼα௜
ଵ𝑥

௞ିఛభ
ೕ ,ଵ
ሽ , … , min

௜∈ூ೘
ሼα௜

௠𝑥
௞ିఛ೘

ೕ ,௠
ሽሽ ൅ ε௞ , 

𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, 
(7)

где 𝜏௜
௝ ∈ 𝐼௜ ⊆{0,1,…,𝜏௜̅}; 𝜏௜̅= 𝑚𝑎𝑥

௝ୀଵ,|ூ೔|
𝜏௜
௝, 𝑖 ൌ 1,𝑚; 𝜏̅= max 𝜏௜̅

௜ୀଵ,௠
; |𝐼௜| – мощность множе-

ства 𝐼௜. 
Введем в рассмотрение векторы 

𝑞௜  = (𝑞ଵ
௜ ,…, 𝑞|ூ೔| 

௜ ), 𝑖 ൌ 1,𝑚, 

компоненты которых равны элементам множеств 𝐼௜. 
Введем также матрицы 𝑋ത௜ ሺ𝑖=1,𝑚ሻ размерности (𝑛 െ 𝜏̅) ൈ|𝐼௜ | по правилу 

𝑥̅ఛതା௞,௝
௜ =𝑥ఛതି௤ೕ೔ା௞,௜, 𝑘 ൌ 1,𝑛 െ 𝜏̅, 𝑗 ൌ 1, |𝐼௜|, 𝑖 ൌ 1,𝑚. 

Кроме того, введем переменные 
𝑣௞௜ ൌ 𝑚𝑖𝑛

௝ୀଵ,|ூ೔|
 ሼ𝑎௜

௝𝑥̅௞௝
௜ ሽ,𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, 𝑖 ൌ 1,𝑚, 

𝑤௞ ൌ min
௜ୀଵ,௠,

𝑣௞௜ , 𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛. 

Тогда, по аналогии с примененными в [5] приемами, задача идентифика-

ции параметров 𝑎଴, 𝑎௜
௝, 𝑗 ൌ 1, |𝐼௜| ሺ𝑖 ൌ 1,𝑚ሻ по методу наименьших модулей сво-

дится к следующей задаче ЛБП: 

𝑣௞௜ ൑ 𝑎௜
௝𝑥̅௞௝

௜ , 𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, 𝑗 ൌ 1, |𝐼௜|, 𝑖 ൌ 1,𝑚, (8)

𝑎௜
௝𝑥̅௞௝

௜ െ 𝑣௞௜ ൑ ൫1 െ 𝑠௞௜௝൯𝑀ଵ, 𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, 𝑗 ൌ 1, |𝐼௜|, 𝑖 ൌ 1,𝑚, (9)

෍𝑠௞௜௝

|ூ೔|

௝ୀଵ

ൌ 1, 𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, 𝑖 ൌ 1,𝑚, (10)

𝑤௞ ൑ 𝑣௞௜, 𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, 𝑖 ൌ 1,𝑚,  (11)

𝑣௞௜ െ 𝑤௞ ൑ ሺ1 െ 𝑟௞௜ሻ𝑀ଶ, 𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, 𝑖 ൌ 1,𝑚,  (12)

෍𝑟௞௜

௠

௜ୀଵ

ൌ 1, 𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, (13)

𝑎଴ ൅ 𝑤௞ ൅ 𝑢௞ െ 𝑣௞ ൌ 𝑦௞, 𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, (14)

𝑢௞ ൒ 0, 𝑣௞ ൒ 0, 𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, (15)

𝑠௞௜௝ ∈ ሼ0,1ሽ,𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, 𝑗 ൌ 1, |𝐼௜|, 𝑖 ൌ 1,𝑚, (16)
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𝑟௞௜ ∈ ሼ0,1ሽ, 𝑘 ൌ 𝜏̅ ൅ 1,𝑛, 𝑖 ൌ 1,𝑚, (17)

෍ ሺ𝑢௞ ൅ 𝑣௞ሻ
௡

௞ୀఛതାଵ

൅ ρ෍෍𝑎௜
௝

|ூ೔|

௝ୀଵ

௠

௜ୀଵ

→ min, (18)

где 𝑀ଵ и 𝑀ଶ – наперед заданные большие положительные числа; ρ – малое по-
ложительное число. 

Применим описанный выше способ оценивания параметров однородной 
вложенной кусочно-линейной регрессии с запаздывающими переменными для 
построения модели объема добычи нефти в Российской Федерации. Введем 
следующие переменные: 

𝑦 – объем добычи нефти, млн т; 
𝑥ଵ – объем капитальных вложений российских вертикально-интегриро-

ванных нефтяных компаний, трлн руб.; 
𝑥ଶ – ввод новых скважин, тыс. шт. 
Заметим, что именно эти предикторы являются определяющими при моде-

лировании объема добычи нефти (см., в частности, [7]). 
В таблице приведены статистические данные для указанных показателей 

за 2013–2022 гг., взятые из официальных источников [1–3, 12, 13, 16, 19]. 
 

Статистические данные 
Год у 𝒙𝟏 𝒙𝟐 
2013 523,3 0,8962 6,454 
2014 526,8 0,93 6,065 
2015 534,1 1,07 6,261 
2016 547,5 1,19 7,141 
2017 546,8 1,39 8,184 
2018 555,8 1,45 7,746 
2019 560,2 1 7,861 
2020 512,7 1,3 6,96 
2021 524 1,494 7,4 
2022 534 1,818 7,9 

 

Сформируем дополнительную информацию: 
𝐼ଵ = ሼ0, 1ሽ, 𝐼ଶ = ሼ2, 3ሽ, 

𝑋തଵ ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

1,19
1,39
1,45

1
1,3

1,494
1,818

 

1,07
1,19
1,39
1,45

1
1,3

1,494⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 𝑋തଶ ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

6,065
6,261 
7,141
8,184
7,746
7,861
6,96

 6,454
 6,065
 6,261
 7,141
 8,184
 7,746
 7,861⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

. 

В результате решения задачи ЛБП (8)–(18) получим следующую однород-
ную вложенную кусочно-линейную модель с запаздывающими переменными: 

𝑦௞ ൌ 485,47 ൅ 
൅ minሼminሼ 74,73𝑥௞ଵ, 51,53𝑥௞ିଵ,ଵሽ, minሼ 9,85𝑥௞ିଶ,ଶ, 11,23𝑥௞ିଷ,ଶሽሽ ൅ 𝜀௞ , 

𝑘 ൌ 4, 10. 
 (19) 
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Приведем также оптимальные значения других переменных задачи: 

𝑉 ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

55,15 59,73
61,33 61,66
71,64 70,33
74,73 80,21
51,53 76,29

67 77,42
76,99 65,55⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 𝑊 ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

55,15
61,33
70,33
74,73
51,53

67
68,55⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 

𝑆௜ୀଵ ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0 1
0 1
0 1
1 0
0 1
0 1
0 1⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 𝑆௜ୀଶ ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

1 0
1 0
1 0
0 1
1 0
1 0
1 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 𝑟 ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

1 0
1 0
0 1
1 0
1 0
1 0
0 1⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 𝑢 = 

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

6,88
0
0
0
0
0
0 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 𝑣 = 

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0
0
0
0

24,31
28,47
20,02⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

. 

Таким образом, сумма модулей ошибок модели 

෍|𝜀௞| ൌ

ଵ଴

௞ୀସ

෍ሺ𝑢௞ ൅ 𝑣௞ሻ
ଵ଴

௞ୀସ

ൌ 79,68, 

а, например, для 2022 г. внешний минимум в модели (19) «сработал» на втором 
внутреннем минимуме (поскольку 𝑟ଵ଴,ଵ ൌ 0, 𝑟ଵ଴,ଶ ൌ 1), а в нем – на переменной 
𝑥௞ିଶ,ଶ (так как 𝑠ଵ଴,ଶ,ଵ ൌ 1, 𝑠ଵ଴,ଶ,ଶ ൌ 0). То есть ограничивающим объем добычи 
нефти в этом году фактором стало число введенных в эксплуатацию скважин 
в 2020 г. Аналогичным образом можно выявить лимитирующие факторы для 
остальных шести лет. 

Заметим, что время решения задачи ЛБП при расчете параметров модели (19) 
с помощью размещенной в сети Интернет в свободном доступе программы 
LPsolve составило 0,033 с, что вполне приемлемо для реальных размерностей. 

Выводы. При построении регрессионных моделей объектов любой при-
роды часто возникает необходимость использовать нелинейные аппроксими-
рующие конструкции, в том числе кусочно-линейные. При этом, если иссле-
дуемый процесс имеет выраженный динамический характер, в качестве ре-
грессоров могут быть задействованы запаздывающие (лаговые) переменные. 
Предложен алгоритмический способ идентификации параметров однородной 
вложенной кусочно-линейной регрессии с запаздывающими переменными, 
сводящийся к решению задачи ЛБП. Его существенным достоинством явля-
ется возможность построения модели указанного класса по реальным данным 
с допустимой размерностью за приемлемое время. Построена модель этого 
типа для объема добычи нефти в Российской Федерации. В качестве независи-
мых переменных задействованы объемы капитальных вложений российских 
вертикально-интегрированных нефтяных компаний и ввод новых скважин. 
Построенная за приемлемое время модель позволяет адекватно выявить лими-
тирующие объем добычи нефти в каждом году факторы с учетом их запазды-
вания, что позволяет констатировать достижение цели исследования. 
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Sergei I. NOSKOV, Aleksandra R. CHEKALOVA 

CONSTRUCTION OF A HOMOGENEOUS NESTED PIECEWISE  
LINEAR REGRESSION WITH LAGGING VARIABLES 

Key words: homogeneous nested piecewise linear regression with lagging variables, pa-
rameter identification, method of least modules, linear Boolean programming problem, oil 
production volume, capital investments, commissioning of new wells. 

When constructing regression models of objects of any nature, it is often necessary to use 
nonlinear approximating constructions, including piecewise linear ones, while the process 
under study can have a pronounced dynamic nature, therefore, lagging (lag) variables can 
be used as regressors. 
The research purpose is to develop an algorithmic method of identifying the parameters 
of a homogeneous nested piecewise linear regression with lagging variables. 
Materials and methods. To achieve the goal, the methods of reducing the problems of esti-
mating the parameters of nested piecewise linear models to linear Boolean programming 
problems proposed earlier by one of the authors were used. The least absolute values 
method, known in regression analysis, was also applied. The volume of oil production 
in the Russian Federation was adopted as the modeling object using statistical initial data 
in 2013–2022. 
Research results. An algorithmic method of constructing a homogeneous nested piecewise 
linear regression with lagging variables has been developed, which is reduced to solving a lin-
ear Boolean programming problem. It has been applied to construct a model of the possible 
volume of oil production in the Russian Federation. In this case, data on the volume of capital 
investments of Russian vertically integrated oil companies and on the commissioning of new 
wells have been used as independent variables. 
Conclusions. The developed method of constructing a homogeneous nested piecewise linear re-
gression with lagging variables using the least absolute values method is reduced to a linear 
Boolean programming problem. Such models allow us to identify limiting values of dependent 
variables, taking into account possible delays in influence at external and internal levels. 
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